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ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ПОСТА 

И. И. Орлов, Ю. В. Парфенов 

В работе изучаются свойства параметрического решения Йоста, яв­
ляющегося функцией трех переменных. Показано, что обычная функция 
Йоста и решение Йоста являются граничными значениями единой ана­
литической функции — параметрического решения Йоста. 

1. ВВЕДЕНИЕ 

В работе изучаются решения радиального уравнения Шредингера 

&f(r,k) 
dr2 (к2 — V(r))f(r,k) = 0 (1.1) 

с асимптотическими условиями 
lim/(r, ±k)e±ikr=l, (1.2) 

так называемые решения Йоста. 
Далее вводится функция 

E(r, z)—e±ikrf(r, ± й ) , 

также называемая решением Йоста и удовлетворяющая дифференциаль­
ному уравнению 

d2E(r,z) dE(r,z) 
• ' - ' - ' ^ } - * • ^ ' -V(r)E(r,z) = 0, (1.3) 

с условием на бесконечности 

l i m £ ( r , z ) = l , (1.4) 
Г-н>-оо 

где z = ±2ik. 

Предполагается, что V(r) представима в виде 

оо 

F(r) = j " e(a)e~arda, (1.5) 
о 
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где о (а) —локально суммируемая функция, модуль которой имеет почти 
всюду неубывающую непрерывную мажоранту р(а), удовлетворяющую не­
равенствам 

\в(а) |с̂ ос . г» p(a)da 

о 

, | Q W | g q < f P W « a = j y < 0 0 [ ( 1 6 ) 

J a2 J a2 

(1.7) У p(g)rig Af(l + 62) 
J |я + а| |?/ + cc| ^ е2 

где #, г/ таковы, что | arg х | ^ я — arctg е, | arg г/1 ^ я — arctg е. 

2. ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЙОСТА 

Уравнения (1.3), (1.4) эквивалентны интегральному уравнению 
1 °° E(r,z)=l+—\ (l-e-^~r))V(rl)E(ruz)dri. (2.1) 

г 

Итерируя уравнение (2.1) с V(r) в форме (1.5), получаем 

£(r,z)=i+J-fMivx 

•J ao(cto + z) ио п оо 

X в— йао [ 1 + V П f ^ ^ ^ e-^^Y dak] . (2.2) 
L ^ - J l l J aft(afe + z) J 

n = 1 fe=l • а Л _ 1 

Назовем параметрическим решением Йоста следующее выражение: 
о о п <х> 

a(ak — ан-\ E(r,z,a0)=l+ V T T f ° 1 а ; " " Ь Л ^ - ^ « , (2.3) 
77 = 1 fe=l C C / i _ 1 

Из определения (2.3) непосредственно следует интегральное уравнение 
для параметрического решения Йоста 

,<х> / \ 
Я(г,*,а)=1 + \^---^e-^-*)rE{r,z,ax)dab (2.4) 

J a i ( a i + 2 ) 

От переменных z и а в параметрическом решении Йоста удобно перейти к 
симметричным переменным 

х=а, y = a + z, 

тогда вместо (2.4) получаем 

^ , г daa(a) 
E(r,x,y) = l+ v ;

 в^гд г а ; + а y + a ) > (2.5) 
0
J ( а + *)(« + #) 

Можно убедиться, что решение интегрального уравнения (2.5) эквивалент­
но частному решению неоднородного дифференциального уравнения 

d2E(r,x,y) , dE(r,x,y) 
K

dr2
 } ~(* + У) ^ ] +{xy-V{r))E{r,x,y) = xy, (2.6) 
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которое в интегральной форме имеет вид 

1 
E(r,x,y)=l + -f [e-^-r)-e-y(n-r)]V{ri)E{r^x^)dru (2.7) 

Таким образом, для параметрического решения Йоста установлены инте­
гральные уравнения по различным переменным, а также дифференциаль­
ное уравнение по переменной г. Следует подчеркнуть, что функция 
Е(г, х, у) является симметричной функцией переменных х и у. 

Итерируя уравнение (2.5), представим параметрическое решение 
Йоста в виде ряда 

оо 

E(r,x,y)=l + J^En(r,x,y), (2.8) 

где Еп{г, х, у) — п-я итерация интегрального уравнения (2.5): 
71 ОО ^ 

En(r,x,y) = T] \ °((*k """У егЬк-«к-# dah. (2.9) 
XX J (аъ 4- х) (аъ 4- if) k=l ab 

В этой формуле обозначено ао = 0. С помощью (1.7) для Еп (г, х, у) уста­
навливается неравенство 

\Еп(г,х,у)\^\\ • • • • ]-dak<^ 
k=l ab i 

П ©о p(ak — aft-i) . T T г p(afe) 
|afe + ^| |ctfe + y\ 1 1 J \ak-\-x\\ak + y 

k=l ak_x fc=l a f c _ t 

XX J |аь 4- ж l 1аь 4- и I XX J 
fc=l ak_] 

P(«) d „ f < ^ l , (2.10) 
Л 

.J |a + s | | a + z / | "J тг! 

откуда для # имеем равномерную оценку 

\Е(г, х,у)\ <exp(W e ) . (2.11) 

С другой стороны, в силу свойств интеграла типа Копти [1] и равенства 

En(r,x,y)=\ g ( a ) ^ gn- i ( r , s + a ty + a)cfa (2.12) 

можно убедиться по индукции в том, что слагаемое Еп (г, х, у) является 
аналитической функцией трех комплексных переменных г, х, у в области 

De= {г, я, у: Re г > 0, | a rg^ | < я —- е, |arg г/| < я — е}. (2.13) 

В силу равномерной сходимости ряда (2.8) параметрическое решение 
Йоста Е(г, х, у) будет аналитической функцией своих переменных в обла­
сти De. Тем самым доказана 
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Т е о р е м а . Параметрическое решение Йоста Е(г, х, у) для а (а), 
удовлетворяющей условию (1.6), является аналитической функцией пере­
менных г, х, у в области De. 

В действительности можно утверждать большее. Например, при х ж у, 
фиксированных в области аналитичности, Е(г, х, у) как функция перемен­
ной г аналитична при Re г > 0 и непрерывна вплоть до линии Re г = 0. 
Детали поведения Е(г, х, у) по переменной х вблизи отрицательной ве­
щественной оси можно получить, если конкретизировать функцию а (а). 

В дальнейшем наибольший интерес представляет поведение Е (г, х, у) 
вблизи точек х и г/, равных нулю. Для этого оценим Е при Re x ^ 0 и 
Re у ^ 0. Имеем неравенства 

1 Г 7 р(а) , V 1 r7p(aW<Mn Л7п 

\Еп(г,х,у )\<—Л , , , • I da\ ^ ~ Г \ ) 2 = ~Г 
п\ L J | а + # | | а + у\ 1 п\ [J az J n\ 

(2.14) 
и 

\Е(г,х,у)\ <е», 

которые показывают, что Е(г, х, у) — непрерывная функция по перемен­
ным х, у в точке х = 0 и у ;= 0. 

В силу непрерывности по х параметрическое решение Йоста связано 
следующим соотношением с решением Йоста: 

E(r,x) = E(r,x,0) = limE(r,x1y) = 

= 1 + f G(a) e-«rE(r,a + x,a)da. (2.15) 
J a ( a + ;r) 

Параметрическое решение Йоста Е будет аналитической функцией и 
при более слабых ограничениях на a (a). Например, в случае, когда a (a) — 
обобщенная функция с точечным носителем. 

Иркутский государственный Поступила в редакцию 
университет 10 ноября 1969 г. 
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PARAMETRICAL JOST SOLUTION 

I. I. Orlov, Yu. V. Parfenov 

Properties of the parametrical Jost solution depending on three variables are stu­
died. The usual Jost function and Jost solution are shown to be boundary values of 
the parametrical Jost solution as the unique analytical function. 
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